Diszkrét matematika II.
MERAT LASzZLO el6adasai alapjan
Utolso modositds: 2024. janudr 19.

1. Beugré kérdések

1.1. Szamelmélet

1. Mondja ki a maradékos osztas tételét! Ossza el maradékosan 18-at 7-tel!

1.1.1. Tétel. Maradékos osztas

Va,beZ, b#0, greZ : a=bg+r N 0<r <|b

Jelolése: r = (kiejtése: ,,a modulo ¢”). Az operaci6 neve modulo.

A @ szamot hanyadosnak nevezziik, az [r ] szam pedig az osztasi maradék.

Bizonyitds. A tételt csak nemnegativ szamok esetében bizonyitjuk.

(a) Létezés: a szerinti indukcioval.
Haa <b, akkora=b-04+a (¢ =0, =a).
Ha a > b, akkor tegyiik fel, hogy a-nél kisebb szdmok méar felirhaték ilyen alakban.
Legyen a —b=0bq + 1" . Ekkor a =b(¢' +1) + 1" éslegyen q=¢' + 1,r =1".

(b) Egyeértelmtiség: Legyen a = bg +r = bq’ +1r'. Ekkor b(q — ¢') = ' — r. Ez csak
akkor lehet, ha g = ¢ ésr =1’

Megoldas. 18 mod 7 = 4.
2. Definialja a legnagyobb kozos osztot! Mi lesz (12,18)7

1.1.1. Definicié. Legnagyobb kz6s osztd

Legyenek a,b € Z és d € N. A d az a és b legnagyobb kézos osztdja, ha
e dla A dlb
e VkeZ : (kla N kb)) = k|d

Jeldlése: d = (a,b) = Inko(a,b) = ged(a, b). Definicié szerint (0,0) =0

Megoldds. Az euklideszi-algoritmussal megkapjuk, hogy Inko(12,18) = 6.

3. Mondja ki a linearis diofantikus egyenletek megoldhatésagarol szolo tételt! Megoldhato-e a
12z 4+ 18y = 5 egyenlet? Ha igen, adjon megoldést, ha nem, indokoljon!

1.1.2. Tétel. Bovitett euklideszi algoritmus

Minden a, b, ¢ € Z esetén pontosan akkor léteznek x,y € Z, hogy ax + by = ¢, ha (a, b)|c.

Ya,b,c € Z, (a,b)|c, Iz, y €Z : ax+by =c

Bizonyitds. Elég ¢ = (a,b) esetet vizsgalni.
Legyenek g;,r; € Z az euklideszi algoritmussal megkapott hanyadosok, maradékok:



Ti—2 = Ti-1 " qi + Ti.
Legyen x_1 :=1, 29 :=0 és
T =Ti—2 — ¢ -xi—1 (i >1).
Hasonlban legyen y_1 :=0, yo:=1 és
Yi =Yi—2 — ¢ yi-1 (1 >1).
Ekkor i > 1 esetén: x;-a+y;-b=r;, ami specidlisan z,a + y,b = r, = (a,b):

e ;=—1,0esetében: r_1=1-a+0-b, o=0-a+1-b

e mas esetben:

Ti—2 = Ti—2 @+ Yi—2°b ri = (Ti—2-a+yi—2-b) — (Ti-1-a+yi-1-b) g
ric1 =Ti—1-a+Yi—1-b = (zi—2a —¢i-xi—1) - a+ (Yi—2 — i - Yi—1) - b
Ty ="Ti—2 —Ti—1 " q;

Megoldds. Mivel Inko(12,18) =6 A 615 — nincs megoldas.

4. Definidlja a primszamokat! Az aldbbi szamok kéziil melyek primek: 1, 2, 3, 4, 5, 67

1.1.2. Definicié. Primszamok

Egy p # 0,£1 szdm primszam, ha

p=a-b = p=+4a V p==b

Megoldds. 2, 3, 5.

5. Mondja ki a szdmelmélet alaptételét! Irja fel az n = 18-at a tétel szerint!

1.1.3. Tétel. Szamelmeélet alaptétele

Vn € Z\{0, £1} sorrendtdl és eljeltdl eltekintve egyértelmtien felirhat6 primszémok szor-
zataként: .
n=+pPps? - pft = ][ o
i=1
ahol p1,p2, ..., pe pozitiv primek és oy, g, ..., oy pozitiv egészek.

Megoldds. n = 18 = 21 . 32.

6. Definialja a kongruencia relaciot! Mondjon példat két kiilonb6z6 x egészre, mely teljesiti az x = 3
mod 4 relaciot!

1.1.3. Definici6. Kongruencia

Adott n # 0 és a,b € Z esetén, a kongruens b-vel modulo n;

a=b modn, han|(a—D>).

Megoldas. x1 =3, xo = T7.



7. Mondja ki a linearis kongruencidk megoldhatosagara vonatkozo tételt! Megoldhato-e a 12x = 2
mod 10 linearis kongruencia? Ha igen, adja meg az &sszes megoldést, ha nem, indokoljon!

1.1.4. Tétel. Linearis kongruencidk

Legyenek a,b,n € Z, n > 1. Azt mondjuk, hogy
ax =b mod n megoldhaté <= (a,n)|b

és pontosan (a,n) darab inkongruens megoldésa van mod n.

Bizonyitds. A bizonyitas algoritmikus.
ax=b modn < axr+ny==>

I. Sziikséges feltétel (=): mivel (a,n) osztja a bal oldalt, osztja a jobb oldalt is, azaz

(a,n)lar = (a,n)|ax + ny.

II. Elegséges feltétel («<=): a bévitett euklideszi algoritmus szerint

Jzo,y0 € Z : xpa + yon = (a,b).

Beszorozva -nel megkapjuk a megoldast.
(a,n)
a b n
ITT. Megoldasok széma: Legyen o’ := O =——n = . Ekkor (a/,b") = 1.
(a,n) (a,n) (a,n)

Ha (zo,y0) és (z1,y1) két megoldasa az a’x + n'y = b/ egyenletnek, akkor
a'(vog —x1) +n'(yo — 1) = 0.

Ekkor g = z; mod n'.

Tovabbi megoldasok:

Megoldds. 12x =2 mod 10. Hozzdadunk 10-et a jobb oldalhoz, amig osztahté nem lesz.

120 =12 mod 10 /(12,10) = 2
6xr=6 modb5 /:6

z=1 mod?5b

8. Mondja ki a kinai maradéktételt! Megoldhato-e az

=1 mod?2
r=2 mod3

szimultan kongruenciarendszer? Ha igen, adja meg az &sszes megoldast, ha nem, indokoljon!



1.1.5. Tétel. Kinai maradék tétel

Legyenek k € Nt nymno,...,ny € N\{0,1} paronként relativ primszamok és
c1,C,...,c, € 7. Ekkor a
r=c; mod ng

¢  mod ny

T =c¢, mod ny

kongruenciarendszer megoldhato és barmely két megolddsa kongruens egymassal mo-
dulo nq - ng - - - ny.

Bizonyitds. A bizonyitas algoritmikus.
I. Legyen k:=2:
T =c; mod ni
r=cy mod ng}
A bévitett euklideszi algoritmussal oldjuk meg az alabbi egyenletet:
nixri1 + noxg = 1.
Legyen c12 := nix1 - c2 + naxa - ¢1. Ekkor®
n171+noTa=1
—_——
C12 =n1x1 - 2 +noxa -1 = ¢+ (1 —naxa) +noxs - ¢1 = ca + (€1 — c2)nows
Ebbél az kovetkezik, hogy
c12 =c1 mod ng (1)
c12 =c2 mod ng (2)
A (2) egyenletet megkapjuk a fentiekhez hasonlé atalakitdsokkal. Osszegezve,
cip=c¢; modn; (j=1,2).

Ha z = c12 mod ning, akkor x megoldésa a két kongruencidnak. Megforditva: ha
x megoldasa a két kongruencianak, akkor az (x — c12)ln1 A (z — ¢12)|ne, igy a
szorzatukkal is: = ¢12 mod niny (ne feledjiik, hogy (n1,n2) = 1).

IT. Altalédnos eset. Az alabbi
T =c modn

T =cy mod ny

T =c¢. mod ng
szimultan kongruencia ekvivalens a
T =c12 mod ning

T =c3 mod ng

T =c mod ny
rendszerrel. Iterdlva az eljarast, megkapjuk az
r=cp,..  modning...ng

kongruenciat.

“Forras: https://www.wikiwand.com/en/Chinese_remainder_theorem#Existence_(constructive_proof)


https://www.wikiwand.com/en/Chinese_remainder_theorem#Existence_(constructive_proof)

c1 ni c2 n2
=~ ~ = ~ = ~ =
Megoldds. x= 1 mod 2 észx= 2 mod 3 .
(2,3) = 1 = megoldhato6 a szimultan kongruencia. 2x; + 3z =1 = 1 = —1, 29 = 1.

Legyen c1 2 1= conjxy +cingrg =2-2-14+1-3-(—1) = —1

= e mod (ning)
r=—1 mod 6
=5 mod 6

9. Definidlja az Euler-féle ¢ fiiggvényt! Mi lesz ¢(6)? Megoldds. ¢(6) = 2.

1.1.4. Definicié. Euler-fiiggvény

Adott n € N szam esetén legyen
p(n) ={1<a<n](an)=1}

az Euler-fliggvény (vagy Euler-féle o-fiiggvény).

10. Mondja ki az Euler-Fermat-tételt! Mi lesz 3* = ? mod 8?7 Valaszat indokolja!

1.1.6. Tétel. Euler—Fermat-tétel

Legyenek a,n € Z, (a,n) = 1. Ekkor
a?™ =1 mod n,

ahol ¢ az Euler-fiiggvény.

Bizonyitds. Linearis kongruenciakkal.
Tekintsiik az
ar=>b modn

linearis kongruenciat. Mivel (a,n) = 1, minden b-hez létezik egyértelmi (vagyis pontosan
egy) = megoldas, azaz az
x+— ar mod n,

ami Z¥ maradékosztalynak egy bijekcioja. Igy a
Zy ¢és {ar modn|x€Z,}

halmazok azonosak. Ekkor a halmazok elemeinek szorzata is megegyezik:

sz Haxza”(")~ Hac mod n.

TEZL3, TEL3, TEL3,

Mivel

n,H:U =1

TELY,

igy a szorzattal egyszerisithetiink: 1 = a®™ mod n.

Megoldds. (3,8) =1v. ¢(8) =4 v. Igy 3?®) =3* =1 mod 8.



1.2. Polinomok

1. Definilja a polinomok fokat! Mennyi lesz deg(a® + 2 — 1) = ?

1.2.1. Definicié. Polinomok foka

Adott polinom f := c,z™ + ...+ ¢ egyiitthatoi a c,, ..., cy szamok, mig ¢, # 0 esetén
f foka deg f = n és f6egyiitthatdja c,.

Megoldds. deg(z® +z —1) = 3.

2. Definidlja a maradékos osztast polinomok kérében! Ossza el maradékosan az f = 2% + 3z +1 €
Qlz] polinomot a g =z + 1 € Q[z] polinommal!

1.2.1. Tétel. Maradékos osztas polinomok kérében

Legyen K € {C,R,Q,Z,} és f,g € K[z], g # 0. Ekkor

dg,r€K[z]: f=q-g+7r AN degr < degg.

Bizonyitas. A bizonyitas analog az egész szamok esetéhez, deg f szerinti teljes indukcioval
bizonyitjuk. Ha deg f < degg, akkor legyen ¢ =0, r = f.
Tegyiik fel, hogy ha deg f < n, akkor igaz az allitas. Legyen most

f=cx"+...4co és g:=dnpz™+...+dy (cn,dm #0, n>m).

Legyen fi=f- ;—n;r"_m - g. Ekkor deg f < n. Az indukci6 szerint legyen
s Cn n—m ~ - -
f:f—d—x cg=q-g+7 (degr < degg).
Ekkor

Megoldds. f:g=a2%—x+4.

3. Mondja ki a gydktényez6 kiemelhetGségére vonatkozd tételt! Mondjon példat két olyan g poli-
nomra, melynek gydke az x = 1 és x = 2 érték!

1.2.2. Tétel. A gyoktényezs kiemelhetsége

Legyen K € {C,R,Q,Z,}. Legyenek f € Kz] és 1 € K egy gyoke. Ekkor f felirhato
f=(z—x1) g forméban valamely g € K[z] polinommal.

Megoldds. g1 == z(x — 1) = 22 — 2, go := x(x — 2) = 2> — 22.

4. Mondja ki a polinom foka és gySkeinek széma kozotti dsszefiiggést! Hany gyoke lehet az
f =2+ 2+ 1 € Q[z] polinomnak?

1.2.3. Tétel. Osszefiiggés polinom foka és gySkeinek szama k6z5tt

Legyen K € {C,R,Q,Z,}. Egy f € K[z] polinomnak legfeljebb deg f gydke lehet.




Bizonyitds. A bizonyitas deg f szerinti teljes indukcioval.

1. |deg f=0]: azaz f = ¢ , ¢ # 0, akkor f-nek nincs gyoke.
IT. |deg f > 1|: ha f-nek nincs gyoke, akkor igaz az allitas.

Ellenkezd esetben legyen x1 € K egy gytke. A maradékos osztas tétele szerint
f=q (x—z1)+r degr <1, rek.

Mivel f(z1) = 0 = q(z1) - (x1 — 1) + 7, igy 7 = 0, tehat f = ¢ - (z — x1) és
degg=n—1.

Ha x5 egy masik gyoke f-nek (zg # x1), akkor
0= f(z2) = q(z2) - (x2 — 1) = q(x2) =0.

Mivel g-nak legfeljebb degq = n — 1 gydke van, igy f-nek lefeljebbn —1+4+1=mn
gyoke lehet.

Megoldds. f-nek legfeljebb deg f = 5 gydke lehet.

5. Definialja polinomok legnagyobb kozds osztojat! Mi lesz az f = (z — 1)(z + 1) € Q[x] és
g =x(x —1)%(z + 1) € Q[x] polinomok legnagyobb kdzds osztoja?

1.2.2. Definicié. Legnagyobb k6z6s oszt6 polinomokra

f, 9 € K[z] polinomok legnagyobb kozos osztoja h = (f, g) = Inko(f, g) € K[z], ha
o h kozos oszto: h|f A hlg;
e h alegnagyobb: ¢|f A qlg = q|h;

e h fGegyiitthatdja 1.

Megoldds. f gyokei xp1 =1, xp0 = —1; g gybkei 241 =0, x40 = 1 (kétszeresen) és w43 = —1.
Koz6s gyokok: 1, —1. Tehat Inko(f,g) = (z — 1)(x + 1).

Alternativ modon az euklideszi algoritmussal vagy polinomosztassal is kiszamolhato.

6. Definialja a formalis derivaltat! Mi lesz az f = 22 + 2 + 1 € Za[z] polinom formélis derivaltja?

1.2.3. Definicio. Formalis derivalt

Polinomokra definialjuk az f’ formalis derivaltat a kovetkez6 modon:
° (xn)/ =n - xnfl

e (c-f)=c-f

o (f+9)=f+d

Megoldds. f' =2x+1=1 mod 2 (ugyanis Z felett vagyunk).



7. Definialja az irreducibilis polinom fogalmat! Irreducibilis lesz-e az f = (x + 1)(z + 2) € R]x]
polinom?

1.2.4. Definici6. Irreducibilis polinom

Egy f polinom irreducibilis, ha nem bonthat6 szorzatra nem-trividlis médon, azaz

f=9g-h=—degg=degf V degh = degf.

Megoldds. Mivel a polinom felirhaté szorzatként, igy nem irreducibilis.

8. Definidlja a kongruencia relaciot polinomok korében! Mondjon példat két kiillonbozs g € Za|x]
polinomra, mely teljesiti a ¢ = 2 +1 mod 2% + x + 1 relaciot!

1.2.5. Definicié. Kongruenciarelacié polinomokra

Legyen K € {C,R,Q,Z,} és legyen h € K[z| ugy, hogy h # 0. Ekkor

Vi, g€ Klz]: h|(f—g9) = f=g mod h.

Megoldds. g := x + 1 vagy g := 22

9. Mondja ki a Lagrange interpolaciorél szolo tételt! Hany olyan legfeljebb harmadfoka polinom
van, mely a 3 helyen a 2-t, az 1 helyen a 0-t, a 6 helyen a —9-t és a 0 helyen a —1-t veszi fel?

1.2.4. Tétel. Lagrange-interpolacio

Legyenek xg,x1,...,2, € C paronként kiilonboézé alappontok és yg,y1,...,yn € C tet-
sz6leges értékek. Ekkor

ANfeClz]:degf <n A f(z;) =y (i €0..n]).

Bizonyitds.

1. Létezés: volt, Lagrange-alappolinomokkal.

II. A polinom fokszama: mivel deg L; = 0, igy deg f = deg ), y;L; < n.

III. Egyértelmtség: ha f(x;) = g(x;) = y; (i € [0..n]) és deg f,degg < n, akkor legyen
F := f —g. Ekkor degF < n. Ekkor F(x;) = 0, igy F-nek n + 1 gydke van,
ellentmondés.

Megoldds. A tétel szerint pontosan egy ilyen létezik, ami legfeljebb harmadfoka.



1.3. Ko6delmélet
1. Definialja a betiinkénti kodolas fogalmat! Bettinkénti kodolas lesz-e a p(a) = 01, ¢(b) = 11,
o(c) =01 fiiggvény?

1.3.1. Definicié. Betiinkénti kédolas / Kodolas

Legyen X := {x1,x2,...,x,} halmaz a forrasabécé és Y := {y1,y2,...,yr} a kbdabéceé.
Ekkor egy ¢ : X — V* injektiv fiiggvényt (betiinkénti) kédolasnak hivunk.
e V" jeloli az Y elemeibdl all6 véges szavak halmazat.

o A o fliggvényt kiterjesztjiikk az X* halmazra bettinként:

o(urug ... ur) = @(ug)e(uz) . .. p(uy).

Megoldds. Nem, ugyanis ¢(a) = ¢(c) = 01, azaz ¢ nem injektiv.
2. Definialja a felbonthat6 kodolas fogalmat! Felbonthato kodolés lesz-e a ¢(a) = 01, ¢(b) = 11,
o(c) = 10 fiiggvény?

1.3.2. Definicié. Felbonthaté kédolas

Egy ¢ : X — Y* kodolas felbonthato6 (vagy egyértelmiien dekédolhatd), ha

Vu,v € X" u# v:p(ur)p(uz) ... p(ur) # @v1)e(ve) . .. o(vs),

ahol u ;= wjus ... u, és v =0102...vs.

Megoldds. Igen, felbonthat6 — nincs olyan eset, hogy két kodszo ugyanaz lenne.

3. Definialja a prefix kodok fogalmat! Adjon meg az {a,b,c} forrasabécén egy prefixkodolasat!

1.3.3. Definicio. Prefixkod

Egy ¢ kodolas prefixkdd (vagy prefixmentes kod), ha

Fu,v € X* u # v : u prefixe v-nek.

Megoldds. Legyen ) := {0,1} a kodabécé. ¢(a) := 00, ¢(b) := 01, ¢(c) := 10.
4. Definialja a kodfa fogalmat! Rajzolja fel a {100,101,11,000} kod kodfajat!

1.3.4. Definicio. Kodfa

Egy ¢ kod kodfaja egy olyan fa, melynek cstcsai a kodszavak és azok prefixei, valamint
az Y1y2 - - - Ys €S Y192 . . . Ys+1 csicsok vannak osszekdtve.

Megoldds.

0
0/ \1
10/ \11
| /\

000 100 101

00



5. Definidlja a Hamming-tavolsagot! Mennyi lesz d(010,110) = 7, d(0000,0009) = ?

1.3.5. Definici6. Hamming-tavolsag

Legyen u,v € X" két sz6. A szavak Hamming-tavolsaga:

d(u,v) = [{i € [1.n] | u; # vi}|.

Megoldds. d(010,110) = 1. d(0000,0009) = 1.

6. Mondja ki a kéd koédtavolsaga és a hibajelzd, hibajavitd képesség kozotti Osszefiiggést! Hany
hibat jelez ill. javit a C kod, ha d(C) = 87

1.3.1. Tétel. Osszefiiggés a kodtavolsag és a hibajelzé és -javito képesség kdzt

Egy C kod d = d(C) kodtavolsaggal:

e d — 1 hibat tud jelezni;

-1
o (= {dZJ hibat tud javitani.

Megoldds. A C kod 7 hibat tud jelezni és 3 hibat tud javitani.

7. Definialja a linedris kodok fogalmat! Linearis lesz-e a C = {110,101,111} C Z3 kod?

1.3.6. Definicio. Linearis kod

Egy C C Fy kod linedris, ha C egy linearis altér Fg-ben. Ekkor k£ = dimC a kod dimen-
zi6ja. Specialisan, ha |C| = ¢¥, akkor C egy (n, k) kod.

Megoldds. 73 : 3 hosszu és Zy felett. |C| =3, ¢ =2 — 2¥ # 3 = Vk € Z-re nem linearis.

8. Definialja linearis kodok generdtormatrixat! Mi lesz a (b1, ba) — (b1, b2, b1 + ba) binaris linearis
koéd generdtormétrixa?

1.3.7. Definicio. Generatormatrix

Legyen C egy linearios (n, k) kod ¢1,ca, ..., cg generatorokkal. Ekkor a C egy generator-
matrixa G = (¢1,¢o,...,¢k) € IFZ;X]“.

Megoldds. A lineéris kod egy paritasbit, ahol k& = 2.

. 10
G—<1k’>_ 0 1] eFPHx?
11

9. Definialja linearis kodok ellendrzématrixat! Mi lesz a (b1, ba) — (b1, ba, b1 + be) binaris linearis
kod ellenérzé matrixa?

1.3.8. Definicio. Ellen6rzématrix

Legyen C egy (n, k) kod. Ekkor C ellen6rzématrixa az a H € an_k)xn matrix, melyre

Hc = 0 pontosan akkor, ha ¢ € C.

Megoldds. A linearis kod egy paritasbit, ahol k =2. H=1=(1,...,1) € Fg”_l)m

10



2. Fogalmak

Ezen a listdn csak azokat dolgoztam ki, amelyek nem szerepelnek explicite a beugré kérdéssorban.

1. Mondja ki a kongruencia és az alapmiiveletek kozotti Osszefliggésre vonatkozo tételt!

2.0.1. Tétel. A kongruencia és az alapmitiveletek kozti Gsszefiiggés

Legyenek a,b,c,d,n € Z,n # 0. Ekkor:
ea=b modn AN ¢c=d modnesetéen a+c=b+d modn

e a=b modn N c=d modnesetén a-c=b-d modn

2. Mondja ki a Singleton-korlatot tetszéleges (nem feltétlen linaris) kodokra!

2.0.2. Tétel. Singleton-korlat

Egy C C ¥" kod d = d(C) minimalis tavolsag esetén: |C| < (|B[)"—4+L.

Bizonyitds. Legyen C' C (|%])"~4+!, amit C koédszavaibol kapunk az utolsé d — 1 koordi-
nata eltorlésével. Ha u,v € C (u # v), akkor d(u,v) > d, azaz legalabb d poziciibban
kiilonboznek. Specidlisan, u,v kédok d — 1 koordinata eltorlése utan is kiilonbdznek.
Tehat |C] = |C'| < (|Z])n94+L.

3. Definiélja a szisztematikus kodolas fogalmat!

2.0.1. Definicio. Szisztematikus kodolas

Egy u — Gu kédolas szisztematikus, ha a kodszavak utolsd6 n — k elemét elhagyva a
kédolandé szét kapjuk, azaz az aldbbi alakkal rendelkezik:

G = G’;) e Fr*k B e Fhxk,

3. Tételek bizonyitasa

Ezen a listan csak azokat dolgoztam ki, amelyek nem szerepelnek explicite a beugré kérdéssorban.

1. Bizonyitsa be, hogy a prefix kodok felbonthatoak! (10 pont)

3.0.1. Tétel. Prefixkédok felbonthatdsaga

Minden prefixkod felbonthato.

Bizonyitds. Legyen v := vivy...vs € V* egy lizenet kddolasa — azaz Ju € X* : p(u) = v.
Vizsgaljuk meg a prefixeit: vy, vive, vivovs, ...

Ha talalunk egy viva...v; (i € [1..s]) szot, ami egy beti kodszavak, azt dekodolhatjuk.
Mivel a kod prefix, ez nem lehet més beti kodjanak prefixe.

Az eljarast folytatjuk a vi41vi49 ... vs koddal.
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