Diszkrét matematika II. — Definiciék és tételek
B szakirany — 2023/2024/1. 6szi félév
Meérai Ldszlo eldaddsai alapjdn
Legutobbi frissités: 2024. januar 17.
Felhasznalt forrasok:
o Meérai Laszlo el6adas-prezentacidi

e Gyarmati Edit, Turan Pal: Szamelmélet (Tankényvkiado, 1989)

1. Szamelmélet

1.1. elGadas

1.1. Definicié. Oszthatosag

Legyen a,b € 7. Azt mondjuk, hogy az a osztja a b-t, ha
dc€Z:a-c=b

Jelolése: alb

b
Megjegyzés. A definici6 mas megkézelitésbél: a # 0 esetén — € Z
a

1.1. Tétel. Oszthatésag tulajdonsagai

alb A ble = alc;
alb A bla = a = +b;

alb A d'|V/ = ad|bV';

AT T

alb = ac|bc;
aclbe N ¢ #0 = alb;
albi,...by = aleiby + ...+ cxbi;

al0, ugyanis a -0 = 0;

> = =

Ola & a=0;

10. 1la A (=1)|a;

Bizonyitds. Hazi feladat. |



1.2. Tétel. Maradékos osztas

Va,beZ, b#0, Jgr€Z : a=bg+r N 0<r <]

Jelolése: r = (kiejtése: ,a modulo q”). Az operdcié neve modulo.

A @ szamot hdnyadosnak nevezzik, az[r| szdm pedig az osztdast maradék.

Bizonyitds. A tételt csak nemnegativ szamok esetében bizonyitjuk.

I. Létezés bebizonyitasa (3): a szerinti indukcioval

Megkiilonboztetiink két esetet.

A) — a=b-04+a (¢g=0,r=a)
B) . tegyiik fel, hogy az a-nal kisebb szdmok mar felirhatoék ilyen alakban.

Elevenitsiik fel a tételben szerepls egyenletet: a =bg+r (0 <r <|b|)
Vegyiik az alabbi egyenletet:

a—b=b"+r" <= a=0b(¢ +1)+r"
ami akkor teljesiil, ha ¢ = ¢*+ 1 és r = r*.

I1. Egyértelmiiség bebizonyitasa (3!): indirekt modon.

Tegyiik fel, hogy a-hoz és b-hez két q1,q2 € Z (q1 # q2), illetve r1, 79 € Z szamok tartoznak.
Ekkor

a=>bq+r (0 <7 < |b])
a=>bg+rs (0<ry<]b|)

aminek az atrendezésével azt kapjuk, hogy

b(Ql—Q2):T’2—T1~
5 ¥

Ez akkor teljesiil, ha ¢1 = g2 (<> ¢1 # @2, itt ellentmondasra jutottunk) és r = ro.

a
Megjegyzés. q = {bJ ,haa,b>0

1.2. Definicié. Legnagyobb k6z6s oszto

Legyenek a,b € Z ésd € N. A d az a és b legnagyobb kozds osztoja, ha
e dla N d|b
e VkeZ : (kla N kb)) = k|d

Jelolése: d = (a,b) = Inko(a,b) = ged(a, b). Definicio szerint (0,0) = 0




1.3. Tétel. Euklideszi algoritmus

Va,b € Z : Jlnko(a,b)

Bizonyitds. A tétel bizonyitésa algoritmikus (euklideszi algoritmus).
Feltehetjiik, hogy (a,b) # (0,0). Végezziik el a kovetkezs osztéasokat:

a=bq +7m O<r1<\b\,
b=riqx+ 7o 0<ryg <ry,
1 =12Q3 + T3 0<ry <ry,

Tn—2 = Tn—1qn + Tn 0<ry <rp_1,

Tn—1 = InQn+1- (rn+1 =0)
Az algoritmus véges sok lépéshen véget ér maximum b darab lépésben:
|| >r1 >1re > >1r(>0)
Megmutatjuk, hogy az utolsé nem 0 maradék (r,) lesz a kitiintetett legnagyobb kozos 0szto:

o 1, koz0s 0szt6: ry|rpn—1 = ru|rp—1 - q. Kérdés, hogy r,|r,—2? Mivel
Tn qn+1
=
Th—2= Tn—1 Gn+Tn ="n Qut1 o +7"n =Tn(Gns1 - @ +1) = rplrp—2

Hasonldan haladva visszafelé

Tn|Th—1 = Tp|tn—2 = rplrpn-3 — ... = —

e 7, legnagyobb kozos oszt6: legyen ¢ € Z tetszéleges. Ha

cla A clb

= cla—bgn = c|r
a=b-qg+nm —_——
clb-q Bk

Hasonléan haladva lefelé: cla, c|b = ¢|ri = cro = ... =

Ekkor a legnagyobb kozos osztd az utols6 nem-nulla maradék: | (a,b) = ry,
(Itt a =r_1,b=r9)

Megjeqyzés.

e A tétel szerint egész szamok kérében az oszthatésig egy nagyon specialis részben rendezés.

e Az euklidészi algoritmus hatékony:

1
— futési id6: ~ 2loga (]b] < a). Bizonyitas: r; < o=

— Primtényezés felbontéssal: ~ evicgalogloga



1.3. Definici6. Dionfantikus / diofantoszi egyenlet

Legyen a,b,c,z,y € Z. Az
az+by = ¢

egyenleteket linedris diofantoszi egyenletnek hivjuk.

1.4. Tétel. Bovitett euklideszi algoritmus

Minden a,b,c € Z esetén pontosan akkor léteznek x,y € Z, hogy ax + by = ¢, ha (a,b)|c.

Ya,b,c € Z, (a,b)|le, Jx,y €Z : ax+by=rc

Bizonyitds. Elég ¢ = (a,b) esetet vizsgalni.
Legyenek q;,r; € Z az euklideszi algoritmussal megkapott hdnyadosok, maradékok:

Ti—2 = Ti-1"q + T
Legyen x_; :=1, 29 :=0 és
T =22 —¢q-ri1 (i>1).
Hasonléan legyen y_1 : =0, yo :=1 és
Yi =Yi-2 — ¢ yi-1 (i >1).
Ekkor ¢ > 1 esetén: z;-a+y; -b=r;, ami specidlisan z,a + y,b = r, = (a,b):

o {=—1,0esetében: r_ 1 =1-a4+0-b, ro=0-a+1-b

e maés esetben:
Ti—g = Ti—2- G+ Yi—2-b ri = (Ti—2-a+yi—2-b) — (zic1-a+yi—1-b) - ¢
ric1 =Ti—1-a+yYi—1-b < =(Ti—2— ¢ - Ti—1)-a+ (Yi—2 — ¢ - Yi—1) - b
T =Ti—2 —Ti—1- G

1.2. elGadas

1.4. Definici6é. Primszamok

Egy p #0,+1 szam primszdm, ha

p=a-b = p=+a V p==+b

Megjeqyzés.

1. Ekvivalens definicié: pla-b = pla V plb.

2. Nagy matematikai 4ttorés lenne nagy szdmok primfaktorizaciéja, azaz megtalalni nagy

szamok primosztoit.
Precizen: adott két primszam p, q, a szorzatbdl p - ¢ szamoljuk ki p-t.



1.5. Definicio.

Adott ai,as,...,an, € Z (n € NT) szdmok.

e Relativ primeknek nevezzik éket, ha (a1, az,...,a,) =1

e Pdronként relativ primeknek nevezzik dket, ha (a;,a;) =1 (i,j € [1.n] A i#j)

1.5. Tétel. Szamelmélet alaptétele

Vn € Z\{0, £1} sorrendtdl és eldjeltdl eltekintve egyértelmien felirhatd primszamok szorzataként:

L
n = j:pclx:LPSéQ .. .p?l = :thzal
=1

ahol p1,p2, ..., pe pozitiv primek és oy, o, ..., qp pozitiv egészek.

1.6. Tétel. Szamelmeélet alaptételének kévetkezménye

Legyenek n,m > 1 pozitiv egészek, melyekre teljesil, hogy

n=ppd?---pft, m= pflp§2 . .pfﬂ (Vi € [1..4] : o, B; > 0)
Ekkor:
e (a,b) = pinm{al’ﬁl}p;mn{a%ﬁ?} . .pznin{az,ﬂe}
o [o,8] = prlenitpmadanfa) | pmax{acfe)

e (a,b)-[a,b]=a-b

Bizonyitds. Hazi feladat. [ |

1.7. Tétel. Euklidesz tétele

Végtelen sok primszam létezik.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitassal. Tegyiik fel, hogy csak véges sok prim van.
Legyenek ezek p1,pa,...,pg. Tekintsiik az n :=p;---pr + 1 szamot. Ez nem oszthaté egyetlen

D1, - - -, Pk primmel sem, igy n primtényezds felbontasaban kell szerepelnie egy tjabb primszam-
nak. |
Megjeqyzés.

e Figyelem: p; ---pi + 1 nem feltétlen prim: 2-3-5-7-11-134+1 =159 -509

x
e Primszamtétel: z-ig a primek szdma: ~ —.
nx

1.6. Definicié. Kongruencia

Adott n # 0 és a,b € Z esetén, a kongruens b-vel modulo n;

a=b modn, han|(a—0>b).




1.8. Tétel.

A kongruencia ekvivalencia reldcio.

Bizonyitds. Ellenérizziik az ekvivalencia relacio tulajdonsagait.
I. Reflexivitds: a = a mod n, ugyanis nja —a =0

IT. Tranzitivitds: a=b modn A b=c modn = a =c¢ mod n,
ugyanis nla—b, njp—c = nlla—b)+(b—c)=a—c

III. Szimmetria: a =b modn — b=a mod n,
ugyanis nla—b = n|(-1)-(a—b)=b—a

1.9. Tétel. A kongruencia kompatibilitasa az 6sszeadassal és a szorzassal

Legyenek a,b,c,d,n € Z,n # 0. Ekkor:

ea=b modn N ¢c=d modn eseténa+c=b-+d modn

e a=b modn AN c=d modn eseténa-c=b-d modn

Bizonyitds. Hazi feladat. [ |

1.10. Tétel. Osztias miivelete kongruenciikkal

Legyenek a,b,c,n € Z,n # 0. Ekkor:

ab=ac modn <— b=c¢ mod —— .
(a,n)

Bizonyitds. Ekvivalencianal mindkét iranyt meg kell vizsgélni.

L : Legyen d := (a,n) és tegyiik fel, hogy nlab — ac = a(b — ¢). Ekkor

%-d g-d-(b—c) ,
azaz
e k-Sd=2d-(b—¢)
d d
Egyszertsitve d-vel meghapjuk, hogy
" |3-0-0

n a n
Azonban 3 és p relativ primek, igy 3 ‘ (b—c) .

I1. : A masik irany trivialis.



1.11. Tétel. Linearis kongruenciak

Legyenek a,b,n € 7, n > 1. Azt mondjuk, hogy

ar =b mod n megoldhaté < (a,b)|b

és pontosan (a,n) darab inkongruens megolddsa van mod n.

Bizonyitds. A bizonyitéas algoritmikus.
ax=b modn <= ar+ny==>

I. Sziikséges feltétel (=): mivel (a,n) osztja a bal oldalt, osztja a jobb oldalt is, azaz

(a,n)|b = (a,n)|az + ny.

II. Elegséges feltétel (<=): a bovitett euklideszi algoritmus szerint

Jzo,y0 € Z : xzpa + yon = (a,b).

Beszorozva -nel megkapjuk a megoldast.

(a,n)
a b n
ITT. Megoldéasok széma: Legyen o' := LUV = —— n' = . Ekkor (a/,0') = 1.
(a,n) (a,n) (a,n)

Ha (zo,y0) és (z1,y1) két megoldasa az a’x + n'y = V' egyenletnek, akkor

a'(zo —x1) +1n'(yo — 1) = 0.

Ekkor zg = z; mod n'.

Tovabbi megoldasok:

1.3. elGadas

1.7. Definicié. Szimultan kongruencia

Egy ismeretlenre vonatkozd kilonbézé modulusi linedris kongruencidkat szimultdn (egyideji)

kongruencidknak nevezink.
aixr =b; modn

asxr = by mod ny

arx = b, mod ny

ahol k € NT, (ny,n9,...,ng) =1 és a1,as,...ag,bi,bo,... by, v €Z

Megjegyzés. * Mivel a szimultan kongruencidk megoldhatésdgahoz nyilvinvaléan sziikséges,
hogy a fenti definiciébeli kongruenciak kiilon-kolin megoldhatok legyenek, tehat ezen kongru-



encidk helyett rogtén a megoldasokat tekintve az

r=c modn

co  mod ng

T =c¢. mod ng

alaku szimultan kongruencidk megoldasara szoritkozhatunk, ahol ¢; az i-edik kongruencia vala-
melyik megoldéasa (i € [1..k]).

Ha az 6sszes ilyen rendszer megoldésat megadjuk, ezaltal mar a kongruenciarendszer 0sszes
megoldasat elGallitottuk.

“Forras: Gyarmati Edit, Turan Pal — Szamelmélet (Tankonyvkiado, 1989), 70. oldal

1.12. Tétel. Kinai maradék tétel

Legyenek k € N, ny,no,...,ng € N\{0,1} pdronként relativ primszimok és cy,ca, ..., cx € Z.
Ekkor a

T =c¢, mod ng

kongruenciarendszer megoldhato és bdarmely két megolddsa kongruens egymdssal modulo

Bizonyitds. A bizonyités algoritmikus.

1. Legyen k:=2:

=y mod ng

T =c¢; mod nl}

A bévitett euklideszi algoritmussal oldjuk meg az alabbi egyenletet:
nix1 + noxo = 1.
Legyen c12 := nix1 - ¢2 + naxa - ¢1. Ekkor®

nixri+ngxro=1
—~~

Cl2 =Mn1x1 - €2 +Naxa - c1 = c2 - (1 —naxe) +noxo - c1 = ca + (€1 — c2)noxs
Ebbél az kivetkezik, hogy

c12 =c1 mod ng (1)

c12 =co mod no (2)
A (2) egyenletet megkapjuk a fentiekhez hasonlo atalakitdsokkal. Osszegezve,
ci2=c¢; modn; (j=1,2).

Ha =z = c¢12 mod ning, akkor z megoldasa a két kongruencidnak. Megforditva: ha x
megoldéasa a két kongruencianak, akkor az (x —c12)|n1 A (2 —c1,2)|n2, igy a szorzatukkal
is: = ¢12 mod ning (ne feledjiik, hogy (n1,n2) = 1).



II. Altalanos eset. Az alabbi
c1 mod n

T =cy mod ny

r =c¢. mod ng
szimultan kongruencia ekvivalens a

=c12 mod ning

mod ns

Il
Q
w

T =c mod ny
rendszerrel. Iterdlva az eljarast, megkapjuk az
r=cy,.. modning...ng

kongruenciat.

“Forras: https://www.wikiwand.com/en/Chinese_remainder_theorem#Existence_(constructive_proof)

Megjegyzés. A megjegyzés a javitott dia szévege, ami nem lesz szamonkérve.
Ha a modulosok nem relativ primek ((ni,ng) # 1), akkor a feladat hasonléan kezelhetd.
Példaul k = 2 esetén tekintsiik a

T =c3 mod ng
=c9 mod ng

rendszert. Legyen d := (nj1,ng2) > 1. Megmutathato, hogy ha

c1 Zcy mod d,

akkor a rendszernek nincs megoldasa.
Ellenkez6 esetben legyen d := njx1 + naxs. Ekkor

C1 — Cy ning
mod
d d

0172501—:131-711-

lesz az Osszes megoldas (bizonyitdsa hdzi feladat).
A k > 3 esetén az eljarast iteralva oldhatjuk meg a szimultan kongruenciarendszert.

1.8. Definicié. Euler-fliggvény

Adott n € N szam esetén legyen
p(n) =#{1<a<n]|(a,n) =1}

az Euler-fiiggvény (vagy Euler-féle o-filigguény).

Megjegyzés. Az Euler-fliggvény néhéany tulajdonsaga multiplikativ (gyakorlaton hangzott el):

1. Multiplikativitas: Va,b € N: (a,b) =1 = ¢(ab) = p(a) - ¢(b)


https://www.wikiwand.com/en/Chinese_remainder_theorem#Existence_(constructive_proof)

2. Kis Fermat-tétel: ¢(p) = p — 1, ha p primszam.

1.13. Tétel. Euler-fliggvény értékének kiszamitasa

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. |

Par sz6 az osztahtosagi szabalyokrol. Vegyiink szemiigyre par példat.

1. 3-mal val6 oszthatésdg: ha a szdmjegyek 6sszege oszthaté 3-mal, akkor a szam is oszthaté

3-mal.
Példaul: [123]=1-100+2-10+3-1=1+2+3 mod 3|
Altalaban:
n:Zni-IOZE ni-1252ni,
=0 =0 =0

ugyanis 10 =1 mod 3.

2. T-tel valo oszthatdésag: Példaul:

[123]=1-10>+2-10' +3-10° =

10=3 mod 7 10=3 mod 7 1=1 mod 7
= = =
- 3 42 3t 43. 1Y
32=9=2 mod 7
=
1- 2 4+1-343-1 mod?7

A kérdés: 10 = ? mod 7. Vizsgaljuk meg a hatvanymaradékokat!

{ 0111234 |7|6|7[8]9]10|11 12|13 |14
10 mod7 [ 1[3[2[6[4|5[1[3[2]6]4 |5 ][1]3]2

Tehat: 123=1-2+2-3+3-1=11/=4 mod 7.

3. Kovetkeztetéseink:

e Mindig van oszthat6sagi szabaly.
e Az ¢’ mod n hatvinymaradékok periodikusan ismétlédnek.

— Vannak olyan a alapok, amikor teljesen ciklikusan ismétlédnek az osztasi mara-
dékok, mig méas esetben csak egy bizonyos ponttél. Ez utébbiak egy aciklikus és
egy ciklikus részbél allnak.

— Vannak olyan a alapok, ahol a teljes maradékosztaly maradékai megjelennek,
mig mésok esetében csak par jelenik meg.

10



1.4. elGadas

Maradékosztalyok.
Jelblés: legyen Z, := {0,1,...,n — 1} a nem-negativ maradékok halmaza, és tekintsiik a +, -
miiveleteket modulo n. 7 0193
Zs ={0,1,2} +=10.1,2,3)
+10(1{23]-]0(1]2]3
+10]1]2 10 (1]2
010111213000 [0]O0
01012 07101010
1{1(2{3/0{/1]0(1]2]|3
1111210 110712
5 2011 SsTo a1 212(3[0]|01{/2[0[2]|0]2
313(0(0]2([3]0|3]2]1
Emlékeztets: ha (a,b) = 1, akkor ax = b mod n kongruencianak létezik egyértelmid megol-

dasa modulo n.
Legyen Z;, := {1 < a < n|(a,n) = 1}. Specidlisan |Z}| = ¢(n)

1.14. Tétel. Euler—Fermat-tétel

Legyenek a,n € Z, (a,n) = 1. Ekkor
a?™ =1 mod n,

ahol ¢ az FEuler-fiigguény.

Bizonyitds. Lineéris kongruenciakkal.
Tekintsiik az
ar=b modn

linearis kongruenciat. Mivel (a,n) = 1, minden b-hez létezik egyértelmii (vagyis pontosan egy)
x megoldas, azaz az
T +— ar mod n,

ami Z¥ maradékosztalynak egy bijekcioja. Igy a
Z; és {ar modn|xze€Z}

n

halmazok azonosak. Ekkor a halmarzok elemeinek szorzata is megegyezik:

H:BE H ax = a?™ . Hac mod n.

€LY €7, z€L],
Mivel
n, H z]| =1
z€Zr,
igy a szorzattal egyszertisithetiink: 1 = a®™ mod n. ]

Hatvanyok maradékai még egyszer.
Legyen p egy primszam és p { a. Ekkor az Euler—Fermat-tétel szerint a¥™ =1 mod p (¢(p) =
p — 1). Vannak j6 a alapok, melyknek p — 1 kiilénb6z6 hatvanya van modulo p.

11



1.15. Tétel. Generator létezésérsl szolo tétel

Legyen p primszdm. Ekkor Z,-ban van generdtor (vagy primitiv gyok), azaz

=1
—
dgeZ,1<g<p: {¢° modp,g modp,g> modp,...,g" 2 mod p} =Z, ={1,...,p—1}

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk.

1.9. Definicié. Diszkrét logaritmus

Legyen p primszdm, g generdtor modulo p. Ekkor az a € Z : (p t a) g alapy diszkrét logarit-

musa (indexe).
n

log,a=n : a=¢g" modp, 0<n<p-—1.

Megjegyzés. Példa: 2 generdtor modulo 11.

n 012345 |6|7|8|9
2" mod11 (1248|5109 (7|36
4

logoa |0 |1 8249|7365

1.16. Tétel. Diszkrét logaritmus miveletei

Legyen p primszdm, g generdtor modulo p, valamint 1 < a,b < p,n € Z. Ekkor
log,(a-b) =log,a +log,b mod (p—1)

log,(a") =n-log,a mod (p—1)

Bizonyilds. Nem bizonyitjuk.

1.5. el6adas — Titkositasi algoritmusok
I. Caesar-kdéd
Kidolgozni.
IT. One-Time Pad
Kidolgozni.

ITI. RSA
Kidolgozni.

12




2. Polinomok

2.1. el6adas

3
A polinomok 22 + 2z + 1, 2° + 51’2 —ix 41 —+/2, ... tipusu kifejezések.
Alkalmazasok:

I. Numerikus moédszerek: bonyolult fiiggvények kozelitése

3 5 7 9
) x x T T : _
sin(z) ~ :U—§+§ W+ lz| <1, hiba < 1077
2 3 4 5 6 7
Rl tad ot bt b o+ T 2] <1, hiba< 1073

2030 4 51 6 T

II. Hibajavito kodok: Adatatvitel soran sériilt jel rekonstrukcidja

kédszavak <+ polinomok

III. Komputeralgebra, szimbolikus szamitésok: hatarozott integréalok, differencidlegyenletek (pontos)

megoldasa
3
/x2d$ =3 +C

IV. Robotika: Robotkarok pontos mozgasanak leirasa

Jelolés: legyen K € {C,R,Q,Z,Zy} (p egy primszam). Jelentése: K egy tetsz6leges szamhalmaz.

2.1. Definici6é. Polinom.

Legyen K € {C,R,Q,Z,Zy,}. A K félotti polinomok halmaza Klz] az x és K elemei dltal az +,
—, - segitségével alkotott formdlis kifejezések:

Klz] :=={cpnz"+...+co|n>0Acp,...,c0 € K}

Adott polinom f := c,x™ + ... + cg egyiitthator a cy, . .., co szamok, mig ¢, # 0 esetén f foka
deg f = n és féegyiitthatéja c,,.

Megjegyzés. Megkiillénboztetjiik a polinomot a polinomfliggvénytsl.
e Polinom: f=c,2"+...4+ ¢

¢ Polinomfiiggvény: f(z) =c, 2"+ ...+ ¢

13



	Számelmélet
	előadás
	előadás
	előadás
	előadás
	előadás – Titkosítási algoritmusok

	Polinomok
	előadás


