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1. Formalis nyelvek

1.1. Nyelv lezartjanak meghatarozasa (nem hivatalos médszer)

Feladat: Hatarozzuk meg egy nyelv lezartjat.

Elsfeltétel: (L véges nyelv legyen)

Gyakorlatokon elsfordulé feladat, hogy hatarozzuk meg egy adott nyelv iteraltjat. Altalaban nem
egy olyan feladatrol van sz6, amit ranézésre konnyen megéllapithatunk, mindemellett koncentraciot
igényel, emiatt konnyt elveszni a hasonl6 sztringek halmazédban. Mindemellett a felsorolas is szamft,
ugyanis lexikografikusan varjak el a zarthelyin. A programozé meg lusta, nem szeret sok idét tolteni
ilyen feladatokkal. Erre javaslom a kévetkez§ megoldast!

A szemléltetés kedvéert vegyiik az alabbi nyelvet: L := {a,ab, cba}.
1. 1épés: L0 = L. = {e} és L' = L. Idaig elég egyszerti.

2. lépés: hatarozzuk meg L2-t. Ilyen kis nyelvnél még akar fejben is ki lehet talalni, nagyobbaknal
azonban gondban lesziink. Igy ezen a kicsin mutatom be a modszert.

Irjuk fel az L szavait egy (n+1) x (n+1)-es matrixba (n = |L|), ahol a sorokba és oszlopokba, he-
lyezziik el a szavakat lexikografikusan! Ezutan a szavakat soronként és oszloponként konkatenalva,
toltsiik ki a tablazatot!

LL a ab cba
a aa aab acba
ab aba abab abcba
cba | cbaa | cbaab | cbacba

Innen kiolvashatjuk, hogy

L? = {aa, aab, aba, abab, acba, cbaa, abcba, cbaab, cbacba}.

3. lépés: elvégezziik a hatvanyraemelést a hatvanyozéas definicidja szerint (azaz ha n > 1, akkor
L™ = L™ 'L). Azt megallapitottuk, hogy nem szamit, hogy balrekurzivan vagy jobbrekurzivan
hatarozzuk meg a miveletet, mindkét moédon helyes eredményeket kapunk. Ezt kihasznalva ugy
dontottem, az L? elemeit a 1. sorban, az L elemeit meg a 1. oszlopban sorakoztatom fel — ami
jobbrekurziv hatvinyozast jelent.

LL? aa aab aba abab acba cbaa abcba cbaab cbacba
a a’ aaab aaba aabab aacba acbaa aabcba acbaab acbacba
ab abaa abaab ababa ab? abacba abcbaa ababcba abcbaab abcbacba

cba | cbaaa | cbaaab | cbaaba | cbaabab | cbaacba | cbacbaa | cbaabcba | cbacbaab cba’

A legnagyobb problémat ezittal csak a lexikografikus felsorolas jelentheti, ugyanis eltéré hosszu szavak
vannak az egyes L' halmazokban, mégha a legrévidebb hossz az halmazrél halmazra né. De még igy
is megfigyelhetd egy olyan tendencia, hogy a tablazat bal fels§ sarkabol elindulva egy olyan titvonalon
jarhatjuk be a cellakat, hogy azokbol megkapjuk a sziikséges sorrendet.



1.2. Nyelvtan tipusanak meghatarozasa

Legyen G := (N, T, P, S), ahol T := {a,b} és P szabélyai:

S — e,
S — aSh,
S — SS.

Els6 1épésként azonositsuk be az egyes szabalyokrél, hogy alakilak milyen tipust nyelvtanok szabalya-
ihoz tartozhatnak! Ezeket felsorolhatjuk a szabalyok mellé.

Vegyiik figyelembe, hogy egy szabaly tobb nyelvtani tipusnak is része lehet. Gondoljunk csak bele,
a 0-as tipust nyelvtant tgy definialtuk, hogy nem vonatkozik rd semmilyen megkdtés, igy minden
produkcids szabaly automatikusan 0-as tipust nyelvtannak része.

S — ¢ 0,1,2,3
S — aSb 0, 2
S — S5 0, 2

Az els6 szabaly mindegyik tipust nyelvtanban szerepelhet.

A masodik az 1-esben mar nem szerepelhet, ugyanis megkotottiik, hogy az iires szot elgallito szabalyunk
nem szerepelhet més szabély jobb oldaldn. Marpedig az S el§éllitha e-t és jobb oldalon szerepel. 3-as
tipust azért nem lehet, mert az jobb oldal nem illeszkedik bele egyik alakba sem:

e az S nemtermindlis utan régton kovetkezik egy termindlis szimbolum
(ezt az A — uB (A, B € N,u € T*) forma nem engedi),

e valamint a terminélisok kozé kézbeékelt S nemterminalis sem megengedett az A — u (u € T%)
alaki megszoritas szerint.

Hasonl6é megfontolasokbol kovetkeznek a 3. szabalyra vonatkozé megallapitésok.

Jeloljiik ki azt a legmagasabb szamot, amely az Osszes szabalynal szerepel. Ez fogja meghatarozni,
hogy milyen tipusba esik bele a grammatikank. Ebbdl megallapithatjuk, hogy a G egy 2-es tipusu vagy
kérnyezetfiiggetlen nyelvtan, azaz

GeGy V

Korabbrél tudjuk, hogy
Gs C Go.

Kérdés, hogy tudunk-e 3-as tipusti grammatikat adni ehhez a nyelvhez. Ez azért egy fontos
felvetés, ugyanis a célunk az, hogy a lehetd legbelsébb részhalmazba tudjunk ,dtlépni” (ez esetben a 3-as
tipusu grammatikédk halmazaba), ami a forditoprogramok szempontjabol egy oridsi elényt jelent.

Sajnos, meg kell elglegezniink, hogy ehhez a nyelvhez nem tudunk Gs-beli grammatikdt adni. Ezt csak
késébb fogjuk tudni belatni.

A G éltal generdlt nyelv 2-es tipust nyelv lesz, ezért
L(G) € Ly

teljesiil. Ha netdn mégis létezne hozzad Gs-beli nyelvtan, akkor a generalt nyelv szigort tipusa
L(G) € L3 lenne. De mivel nem tudunk ilyet adni, igy a szigora tipusa Lo.



1.3. Sz6 levezetése
Legyen a levezetendd sz6 u := aabaabbb. Idézziik fel a G nyelvtan produkcids szabalyait:
S — e,

S — aSh,
S — SS.

Ha ezt a szot le tudjuk vezetni a P-beli szabalyok véges szokszori alkalmazaséval, akkor ez a sz6 eleme
lesz a G &ltal generalt nyelvnek.

Ismerjiik a nyelvtani szabalyokat, ismerjiik a startszimboélumot, valamint ismerjiik a legyartandé szot
is. Tehat valamilyen 1épéssorozathdl az alabbi Osszefiiggést, levezetést kell megkapjuk:

S % aabaabbb.

Egy kis ismétlés: a = alatt a G azt jelenti, hogy a G nyelvtan generélja a szot, ami egyértelmi
kontextus esetén elhagyhatd. A *x meg azt, hogy véges sok 1épésbdl vezethetjiik le a szot.

Induljunk ki az S-bél! Vizsgaljuk meg, melyik szabalyokat tudjuk alkalmazni — szakszoval ezt ugy
mondjuk, hogy mely szabalyok tizel6képesek. A mi esetiinkben mindhérom tiizel6képes, igy sok
véalasztasi lehetdségiink van. Kezdetnek alkalmazzuk a 2. szabéalyt!

2. szabél
g =228, 4Sb.
Ezutan alkalmazzuk a 3. szabalyt!
2. szabaly 3. szabaly

S

aShb aSSh.

G

Itt mar két nemterminélisunk van, dgyhogy béarmelyikkel folytathatjuk, nincs megszabva semmilyen
sorrend. A lényeg, hogy létezzen egy véges lépéssorozata a szabalyoknak, mellyel az S-bél a kivant
szoba el tudunk jutni — és ez a szabalysorozat lehet tetszélegesen egyszerd vagy feleslegesen hossz1,
kacifantos és bonyolult. Ha van ilyen, akkor méas létezik a sz6 a nyelvben.

Itt az els6 S-re fogom alkalmazni a 2., majd az 1. szabdlyt.

2. (els§ S-re) 1. (elsd S-re)
_ _

S % aSh %> aSSh. aaSbsSh aacbSb = aabSh.

Ismét egyetlen S nemterminélisunk maradt. Ezekre a 2. szabalyt fogom alkalmazni kétszer, majd
végiil az elsét, hogy lezarjam a szot.

(iires szavas szabély)

aabaabbb. V

1.
aabSh % aabaSbb % aabaaSbbb

Nem kell megijedni, ha mas megoldast is talalunk. Egy adott szt tobbféleképpen is levezethetiink. A
P-beli produkcios szabalyok valojaban reldcidk, nem fliggvények, ezért nondeterminisztikusak.

Megjegyzés. Ha kicseréljiik az a-t a| (| karakterre és a b-t a|) | karakterre, akkor megkapjuk pontosan
a helyes zdrdjelezések nyelvét. Tehat, ha a levezetett szavunkban kicseréljiik a szimboélumokat, akkor
az alabbi eredményt kapjuk:

(0().



1.4. Epszilon-mentesités (e-mentesités)

Feladat: Transzformaljuk at a G € G2 (vagy G € G3) nyelvtant ugy, hogy

e ha az S-bél kozvetetten levezethets az e, akkor azt a G egyetlen médon legyen képes el6al-
litani,

e ha nem levezehthets az S-bél kdzvetetten az e, akkor szabaduljunk meg az e-szabélyoktol.

Elsfeltétel: A nyelvtan 2-es vagy 3-as tipusu legyen.

A feladathoz kapcsolodik egy tétel, igy a megoldds maga ezen tétel bizonyitdsanak az algoritmusa.
Szemléltessiik az alabbi nyelvtanon!

G: S— BA|aa
A — BB | aAb
B — ¢ | SvA

Legyen H; halmaz, ami azon nemterminélisokat tartalmazza, melyekbdl kdzvetleniil levezethets az e
sz6 (mas szoval, A — ¢ alakuakat tartalmaz).

H, := {B}, ugyanis B — €.
Ezt bévitjiik iterativan.
Hy:= HiU{A} ={A, B}, ugyanis A-bol B-be eljuthatunk.
Hs := HyU{S} ={A,B,S}, ugyanis S-bél A-ba (ahonnal B-be) eljuthatunk.

Mivel S € Hs, ez azt jelenti, hogy S % e (a startszimbolumbol levezethets az iires sz6).

Alakitsuk at a G nyelvtant (ezt jeldljiik G’-vel) tgy, hogy NE lehessen elallitani az iires szot.!

Az atalakitas alapelve, hogy fogjuk azokat a szabélyokat, amelynek jobb oldaldin szerepelnek nemter-
mindlis jelek. Ezeket a jobb oldalakat ugy szabdaljuk fel, hogy 0 vagy 1 darab szerepeljen bel6liik.
Végiil az igy kapott kombinéciokat ,0sszeolvasztjuk”, igy megkapjuk az 0] szabalyt G’-ben.

I | S — BA|aal. A kritikus szabaly(ok): 1/1.

[/1. felbontésa:
S— B

S—A 3 =|S— A|B|BA|aa
S — BA

Ne feledjik hozzacsatolni azokat a jobb oldalakat, amelyeken nem médositottunk.

1. |A— BB | adb|. A kritikus szabaly(ok): TT/T. és T[/TI.

I1/1. felbontésa:

A—B
A — BB

}:>’A—>B\BB‘

IT/11. felbontésa:

A — ab
A — aAb

}:>’A—>ab\aAb‘

Uj szabaly G'-ben: |A — B | BB | ab | adb]

!Ez elsére furanak tiinhet, hiszen az imént pont azt allapitottuk meg, hogy levezethetd a nyelvtanbél. Ezt a , specidlis
esetet” kés6bb lekezeljiik.



ML | B — ¢ | SbA|. A kritikus szabaly(ok): TTT/II.

Figyelem: Az e-szabalytél megszabadulunk! Késébb lekezeljiik a hianyat.
ITI/T1. felbontésa:
B — Sp
B — DbA
B—b
B — SbA

—|B —>b|bA[Sb| 54

Végso 1épés: hogy ne veszitiik e az e-sz6 legenerdlhatosagat, bevezetiink egy Gj startszimbolumot:
S —e|S.

Ezzel epszilon-mentesitettiikk a G grammatikat!

G: S— BA|aa G': S— A|B|BA|aa
A — BB | aAb A— B|BB|ab|adb
B — ¢ | SpA B —Db|bA|Sb|SpA

-85 — €| S



1.5. 3-as normalformara hozas algoritmusa és automata el6allitasa
1.5.1. 3-as normalformara hozas algoritmusa
1. Hosszredukcié

I1. Befejezs szabalyok atalakitasa

III. Lancmentesités

1.5.2. Automata elgallitisa normalformabol

A 3-as normalforma az alabbi kétféle alaka szabalyt engedi meg:
1. ,ahol A,B € N és a € T (egyetlen szimbdlum).

Erre gondolhatunk dgy, mintha a nemtermindlisok a graf cstcsai lennének és a termindlis
szimbdlum a szabaly jobb oldalan (ne feledjiik, hogy kizarolag egyetlen szerepelhet beléle) meg

az él cimkéje lenne. Vizualizalva:
i : -

Az ¢ azt jelenti, hogy nem tud sehova sem tovabb lépni. llyenkor elfogadéallapotha érkeziink

(vagy végallapotba). Vizualizalva:

2. |A— ¢|, ahol A € N.



1.6. Véges nemdeterminisztikus automata determinisztikussa alakitasa (VNDA —
VDA)

Feladat: Véges nemdeterminisztikus automatat (VNDA vagy NDA) alakitsuk at ugy, hogy de-
terminisztikus legyen (VDA).

Elofeltétel: Véges automata (Gs-beli nyelvtanhoz).

Adott az alabbi VNDA:

) a b
— S|AC
+— A A | B,S
B| A |CS
— C S

A — nyil jeloli a kezddallapotot, a + pedig az elfogaddallapotokat (mas néven a végallapotokat).
Nemdeterminisztikus automatéval van dolgunk, ugyanis S-bél A-ba és B-be is eljuthatunk, melyek
ugyanazt a termindlist eredményezik.

Irjuk fel halmazosan az elsS sort. Az egyes halmazok fogjak jeldlni az allapotok ,cimkéit” (minta g
vagy 1-r6l lenne sz6). Az 0] cimkéket alahuzassal jelolom. Minden egyes j cimkét feldolgozunk.

5 | s v

Dolgozzuk fel az 4j cimkéket. Az eljaras hasonlit a BFS-re (szélességi grafbejarasra).

Az {A,C} halmaz elemei a tablazat szerint elfogadéallapotok, igy a halmaz is megjelélhets ezzel a
tulajdonsaggal.

) a b
- {5} {4, C} 0
+— {A,C} | {AYu{S} ={A,S} | {B,S}UD={B,S}
NS A i e A eIt
A C A
0 0 v 0 v

Az {A,C} halmaz két 4j halmazt, cimkét eredményezett, igy ezeket fel kell dolgoznunk.

Az {ireshalmazbol nyilvanvaléan egyik allapotba sem tudunk eljutni. Uj halmaz sem jon létre, ezért
feldolgozottnak jeloljiik (kipipaljuk). Ha a hibat is jelezni akarjuk, akkor a(z) (-t kicserélhetjiik egy H
hibahalmazra.

1) a b
— {5} {A,C} 0.
« {40 {4, 5} {5, 5}
0 0 v 0 v
+— {AS} | {Ayu{C}={A,C} v | DU{B,S}={B,S}

Az {A, S}-ben van elfogadoéllapot, igy az egész megjelolhet annak. A halmaz nem hozott létre ijabb
halmazokat. Mivel az {A, C'}-t korabban feldolgoztuk, ezért kipipalassal megjelolom. A {B, S} meg
amigy is fel lett volna dolgozva a soron kévetkezd 1épésben.



Hasonl6 1épésekkel végighaladunk az 6sszes cimkén. Ha elfogynak a halmazaink, az eljaras megall.

) a b
- {5} {A.C} 0.
« {40 {4, 5} {B,5}
0 0v 0 v
«~ {A S} {A}u{C} ={A,C} v pu{B,S} ={B,S}
{B,S} {A}U{A,C} ={A,C} {C,S}U@z{_@,ﬁéj.}
+~ {C,S} {S}U{A,C}:{f@,_g.b?} Pud=0
«— {A,C S} | {AYu{StUu{A,C}={A,C,S} v |{B,StUubuUd={B,S}

A kapott tablazatunk a bal oldalon talalhat6. Gyakran atnevezziik, atcimkézziik ezeket a halmazokat

a konnyebb olvashatésag kedvéért szamjegyekkel. Ez analég a qo, g1, ... jeldléssel.

o a b dlalb

— {S} {A,C} 0 — 1]2/|3

«— {AC} {A,S} |{B,S} — 2415

0 0 0 3133

+— {A,S} {A,C} | {B,S} — 42|5

{B, S} {4,C} | {C,S} 51216

«— AC, st | {4 C. S} 0 «— 6713

«— {A,C S} | {AC S} | {B,S} — TIT7|5




1.7. Véges determinisztikus automata (VDA) minimalizalasa

Mds néven: minimélis automata elGallitasa, VDA Gsszefliggévé tétele.

Feladat: VDA-ban az ekvivalens éallapotokat egybeolvasztjuk — azaz, azon &allapotokat, melyek
azonos szora azonos eredményt adnak.

Elsfeltétel: VDA (feltételezziik, hogy megszabadultunk a nemdeterminisztikus jellegétol).

Vegyiik az alabbi VDA-t:?

1) a b
— 1 4 )
— 2 3 4
— 3 2 8
4 9 2
5 2 3
6 8 7
7 8 1
8 9 3
+— 9 9 9

A -relaciora tekinthetiink gy, mint egy olyan iranyitott grafra, melynek mindegyik csucsénak fok-
szama 2 és az élei fel vannak cimkézve.

Els6 lépésként meg kell hataroznunk azon allapotokat (azaz a graf azon csiucssait), amik elérhetk
kozvetett modon a kezdgallapotbol (startestcsbol). Ez a BFS-t vagy szélességi grafbejarast fogja
jelenteni.?

d(u) cimkék 0 : Queue 7(u) eimkék
123|456 7|8]9|u:du) 1234567809
0| oco| oo |oo|oo|oo|oo]| 00| o0 (1) O|O|O |0 |0 |O0|O|O|O

1] 1 1:0 (4, 5) 1)1

2 2 4:1 (5,2,9) 4 4
3 5:1 (2,9,3) 5
2:2 (9, 3)
9:2 (3)
4 3:3 (8) 3
8:4 %
0] 2 3 1 1 oo | oo | 4 2 eredmény S| 4 5 1 11 0|0|3]|4

Megéallapithatjuk beléle, hogy ahol d(u) = co A m(u) = ©, azon csicsok nem elérhet6k az 1-es start-
cstcsbol (kezddallapotbol). Tehat, a 6-os és 7-es allapotoktol konnyedén megszabadulhatunk.

Az 1-esbdl elérhetd dllapotokat felosztjuk két halmazra: nem-elfogadéallapotok (azaz {1,4,5,8}) és
elfogaddallapotok (azaz {2,3,9}) halmazara. Az, hogy melyek elfogadoallapotok, azokat a tablazat-
bol kénnyedén leolvashatjuk (,,<” nyillal vannak megjel6lve).

Ezeket a halmazokat szeretnénk finomitani, mas széval particionaljuk Sket. Ez azt jelenti, hogy
egyre tobb halmaz jon létre és az egyes halmazok elemszama egyre csokken. A particionalds a szavak

hossza szerint torténik. A particiok jele: vagy , ahol i = £(u) (u € L(A)).

2Vigyazat: Ez nem ugyanaz, mint amit az el6z6 feladatban kaptunk.

3Fontos kiemelni, hogy a mi esetiinkben nem egyszeri grafrol van szo6, ugyanis hurokéleket tartalmaz. Emiatt szigort
értelemben arra szamithatunk, hogy az az algoritmus, amit Algoritmusok és adatszerkezetek II-n tanultunk, elakadhat
emiatt. Ennek ellenére mégis ezt a szemléltetést fogom alkalmazni. Az az érvem mellette, hogy ha olyan csiicsot fedeziink
fel, melynek van hurokéle, a m-cimkéjének atallitdsa utan méasodjara nem fog bekeriilni a @ : Queue sorba, ezért mégsem
fog komoly gondot jelenteni.
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Nem-elfogadballapotok Elfogadéallapotok

2 {1,4,5,8} =: A {2,3,9}=:B
Felbontando particiok: A.
Felbontandé particiok: B.
) ‘ a b
114€eA 5€A o a b
419¢eB 2¢B 2|3eB 4€A
5|/2€eB 3€¢B 3|2eB 8¢€A
819€eB 3€B 9/9€eB 9¢B
1 Avagy ugyanez tomérebben. Avagy ugyanez tomdorebben.
d|la b
2| B A
3|B A
9 B B
Uj particiok: {2,3}; {9}.
Uj particiok: {1}; {4,5,8}.
{1} =:C; {4,5,8} =: D {2,3} = F; {9} = F
Felbontandé particidk: D. Felbontandé particiok: E.
2 dla b dla D
e 4| F F 2| E D
5 E E 3|EF D
8| F E Itt nem torténik finomodas,
Uj particiok: {1}; {4,8}; {8}. marad minden a régiben.
{1} =:C; {4,8} =:G; {b} = H
Felbontand6 particiok: G.
3 _

[0 s BTSN e %)
Q Qe
eslles]iey

Nem tortént finomodas

Mivel 2 -ban (¢(u) = 3 szavakban) nem tértént finomodas a nem-elfogadoallapotok esetében az el6z8
lepéshez képest (az elfogadoallapotok meg korabban véget értek), igy leall az algoritmus. Ujracimkéz-
ziik azon allapotokat, particiokat, melyek t6bb elembdl allnak. Igy

{2,3} —23;  {4,8} — 48.

A minimélis automata / minimalizalt VDA pedig:

0 a b
— 1 48
48 9 23
— 23 23 48
23 23
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2. Forditéprogramok

2.1. title
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